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1. Введение

Автосолитон представляет собой локализованную в поперечном сечении резонатора структуру электромагнитного поля. Такая конфигурация поля образуется в лазере при совместном действии дифракции и нелинейностей среды. Этим лазерный автосолитон напоминает солитон в оптоволокне, где дисперсия компенсируется нелинейностью среды. Двумерный автосолитон существует в поперечном сечении лазерного резонатора. Распределение поля у таких структур может сильно отличаться. Физически, появление автосолитона в лазере, означает локальное просветление поглотителя, что приводит к началу генерации в ограниченной области поперечного сечения резонатора. Особенности автосолитонов – их малые размеры по сравнению с размерами поперечных мод, разнообразие форм, движение в поперечном направлении с различной скоростью, взаимодействие друг с другом, возможность «зажигания» с помощью внешнего лазерного пучка. 

На практике автосолитон может быть применяться для оптической обработки и записи информации. Поперечное сечение лазера с «записанными» устойчивыми автосолитонами является прообразом двумерной оперативной памяти. Если учесть, что один автосолитон может быть разной интенсивности и формы, то это уже многоуровневая память, ограниченная только размерами резонатора. Недавно предложены схемы оптических сумматоров, где в качестве битов используются автосолитоны [2]. Автосолитоны могут быть использованы при создании полностью оптического компьютера.

Вначале лазерные автосолитоны представляли интерес только для теоретиков, которым оптический автосолитон и обязан своим открытием [1]. В последние годы растет число экспериментов, в которых наблюдаются лазерные автосолитоны. В экспериментах подтвердился ряд свойств, предсказанных теоретически, также были открыты некоторые новые явления [6-12]. Но экспериментальное подтверждение существования автосолитонов не уменьшает роль теоретического исследования и описания автосолитонов.
В ранних работах исследовались одномерные автосолитоны. Учитывалось одно поперечное направление в лазере, что облегчало расчеты, но позволяло оценить условия существования и устойчивости автосолитонов [1]. Учёт второго поперечного направления сам по себе не сильно усложнил расчет автосолитона, поскольку фактически рассматривалась опять одна пространственная переменная – расстояние до центра автосолитона, а сам он предполагался цилиндрически симметричным [5]. Новым явлением в случае двух измерений оказывается существование автосолитонов с топологическими зарядами. Введение топологических зарядов позволяет учесть возможную асимметрию фазы автосолитона. Если для обычного автосолитона распределение фазы осесимметрично, то для «вихревого» автосолитона фаза при обходе вокруг центра меняется на 
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, где целое число m – топологический заряд. Интенсивность в центре автосолитона обращается в нуль, это следует из однозначности комплексной амплитуды. Цель этой работы ​– найти области существования и устойчивости двумерных автосолитонов с топологическими зарядами.

Методы поиска и анализа устойчивости двумерных автосолитонов с топологическими зарядами и двумерных осесимметричных автосолитонов (с нулевым топологическим зарядом)  во многом схожи. Чтобы найти решения в виде автосолитона с ненулевым топологическим зарядом нужно решать те же уравнения, но искать уже не симметричные решения, а решения с фазовыми дислокациями и нулевой интенсивностью в центре. Необходимой частью исследования являлась проверка полученных решений на устойчивость, то есть физическую реализуемость. В эксперименте автосолитон «рождается» из лазерного пучка. Чтобы начальное распределение поля превратилось в автосолитон необходимо, чтобы автосолитонное решение было устойчивым. Основной целью работы является решение вопроса об устойчивости двумерных лазерных автосолитонов с топологическими зарядами.

2. Физическая модель. Уравнения для электромагнитного поля в лазерном резонаторе, условия существования автосолитонов.
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Рассмотрим кольцевой лазер с усиливающей и поглощающей нелинейной средой (рис.1). Среду предполагаем двухуровневой, с малыми временами продольной и поперечной релаксации по сравнению с временем установления поля в резонаторе (лазер класса А). С ростом интенсивности лазерного излучения коэффициенты усиления и поглощения уменьшаются (насыщаются).

Исходным является уравнение для усреднённой в продольном направлении огибающей поля (обобщённое уравнение Гинзбурга-Ландау), которое получено из уравнений Максвелла-Блоха, описывающих лазер с насыщающимся поглотителем, путём адиабатического исключения атомных переменных [ ]:
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 двумерный оператор Лапласа, 
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безразмерное время, нормированное на время жизни поля в резонаторе, 
[image: image5.wmf]-

E

медленно меняющаяся усреднённая в продольном направлении комплексная амплитуда поля, 
[image: image6.wmf]-

d

коэффициент диффузии. 

Где нелинейная функция 
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здесь 
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 и 
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– линейные коэффициенты поглощения и усиления, нормированные на постоянные потери, 
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– интенсивность излучения, 
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 и 
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 – интенсивности насыщения и поглощения. Коэффициенты 
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 и 
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 можно считать вещественными, если пренебречь частотными расстройками между линиями усиления и поглощения  и частотой резонатора.
Остановимся на нелинейной функции 
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. Именно она определяет характеристики автосолитона. Будем считать фиксированными коэффициенты 
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. Коэффициент 
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 зависит от скорости накачки усиливающей среды. Рассмотрим стационарный поперечно-однородный режим, для которого 
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Построим зависимость интенсивности 
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 для стационарного решения. Тогда 
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, где 
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Зависимость 
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 показана на рис.2:

В интервале от 
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 до 
[image: image29.wmf]max

g

 одному значению 
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соответствует два возможных устойчивых состояния: безгенерационный режим 
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 3  и режим с ненулевой интенсивностью поля 1, а также одно неустойчивое состояние 2. Состояния на участках 1 и 3 устойчивы относительно малых возмущений. Слева от диапазона бистабильности при любой начальной интенсивности со временем установится безгенерационный режим. При накачках больших 
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 безгенерационный режим уже неустойчив и, следовательно, любой автосолитон также неустойчив, поскольку на достаточном расстоянии от центра его интенсивность обращается в нуль. Автосолитоны могут существовать только в диапазоне бистабильности.

Зависимость, приведённая на рис.2, получена для поперечно-однородного режима, подходит только для оценки диапазона существования автосолитонов. Для того, чтобы найти характеристики автосолитона, который является пространственно-неоднородным, необходимо решать уравнение (1) с учётом 
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3. Поиск стационарных автосолитонных решений уравнения (1) полуаналитическим методом.
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Решение уравнения (1) сопряжено с рядом проблем [2]. Очевидно, что полностью аналитического способа решения не существует. Однако, поскольку интенсивность любого автосолитона на периферии стремится к нулю, уравнение (1) линеаризуется и, решая его, можно получить аналитическое выражение для асимптотики 
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расстояние от центра автосолитона. Заметим, что для автосолитонов с «дыркой» 
[image: image36.wmf]0

)

(

®

r

r

E

 также стремится к нулю. На рис.3 для сравнения представлены типичные профили автосолитонов с различными топологическими зарядами. Для случая m=0 в нуле у автосолитона наблюдается максимум. Амплитуда автосолитона с ненулевым топологическим зарядом ведет себя в нуле как 
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Преобразуем уравнение (1) в систему однородных дифференциальных уравнений первого порядка, аналогично [5]. Переходя в цилиндрическую систему координат 
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, запишем комплексную амплитуду автосолитона, выделив не зависящую от угла 
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функцию 
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(3)

здесь 
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топологический заряд, 
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частотный сдвиг генерации.

После подстановки (3) в уравнение (1), получим:
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(4)

Для поиска стационарных (независящих от времени) решений положим 
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Учитывая фазовую симметрию 
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, дифференциальное уравнение второго порядка для комплексной функции сводится к системе трёх вещественных однородных дифференциальных уравнений первого порядка. Представим комплексную функцию 
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 получаем следующую систему уравнений:
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где штрихом обозначена производная по 
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Система (6) решалась численным интегрированием на двух участках: от 
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 рассчитывались аналитически. Решением уравнения (1) в цилиндрической системе координат является линейная комбинация функций Бесселя  m-го порядка. После выбора двух функций с нужной асимптотикой (одни обращаются в нуль на бесконечности, другие в нуле) получим начальные значения для 
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 с точностью до произвольной начальной амплитуды 
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 модифицированные функции Бесселя m-го порядка. Формулы, по которым вычислялись начальные значения переменных:
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Методом Рунге-Кутта производилось интегрирование системы (6) на участках от 
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 значений методом Ньютона строилось новое решение, и процесс повторялся. В результате  были построены ветви на плоскости 
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. Следует отметить, что для поиска автосолитонов был использован комплекс программ, в их числе специально разработанные программы на Фортране, а также программы, исполняемые в среде Mathematica. При этом использовалась  также система 4-х дифференциальных уравнений, и соответственно 4 зависимые переменные аналогично [1]. Интегрирование велось из 
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. Это было сделано для быстрого предварительного расчета, поскольку в этом случае для получения решения осуществлялся поиск корней на плоскости 
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. В этом случае запишем новые переменные следующим образом:
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Переменные связаны соотношением:
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. Это соотношение использовалось для коррекции значений функций при интегрировании модифицированным методом Рунге-Кутта 4-го порядка. После подстановки в уравнение (5), получаем другую систему уравнений:
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где введены обозначения: 
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Интегрирование системы (9) заканчивалось в окрестности нуля. Для автосолитона в нуле 
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для любого m. Это служило критерием нужного решения – проводился поиск корней функций 
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 на плоскости 
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. Затем найденное приблизительное решение использовалось в качестве начального приближения при решении системы (6). В результате относительная ошибка расчета не превышала 
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. На рис. 4,5 приведены профили автосолитонов. Для наглядности на рис. 6 представлено распределение интенсивности автосолитона с m=1 в 3D.
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С увеличением топологического заряда растет ширина автосолитона, это усложняет расчет автосолитонов с 
[image: image99.wmf]3
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. Поэтому в данной работе решено было исследовать только три значения m. Точки 
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 для автосолитонов с одинаковым топологическим зарядом образуют плавные кривые на так называемой бифуркационной диаграмме. Этот способ отображения результатов очень удобен для оценки диапазонов возможной устойчивости. 
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Кривая для m=1 изображена на рис. 7. Кривая идёт из точки 
[image: image101.wmf]3
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 и закручивается в подобие спирали. Кривые для m=1,2,3 ведут себя аналогичным образом и не изображены на графике, поскольку в таком масштабе они сливаются. 

4. Устойчивость полученных автосолитонных решений.
Устойчивость полученных решений относительно произвольных малых возмущений проверялась полуаналитически. 

Запишем возмущение в следующем виде:
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где 
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произвольные комплексные функции от радиальной переменной 
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здесь двумя точками обозначена вторая производная по 
[image: image111.wmf]j

, штрихом – по 
[image: image112.wmf]r

.
Уравнение (11) записывается в виде следующего операторного уравнения:
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где: 
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и 
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 - двумерный оператор Лапласа в цилиндрической системе координат.

Знак вещественной части собственного значения оператора 
[image: image119.wmf]Ù
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 определяет, будет ли возмущение убывать или, наоборот, возрастать с течением времени. Если решение 
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 устойчиво, то все собственные 
[image: image121.wmf]l

 при любом 
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 лежат в левой полуплоскости. Оператор 
[image: image123.wmf]Ù

L

 обладает также непрерывным спектром. Решения, соответствующие непрерывному спектру соответствуют не локализованным возмущениям поля, убывающим при удалении от центра автосолитона, а  пространственно-распределенным. В диапазоне бистабильности эти возмущения  затухают со временем благодаря устойчивости безгенерационного режима [2].

Таким образом задача состоит в определении дискретного спектра линейного оператора 
[image: image124.wmf]Ù

L

:


[image: image125.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

Ù

b

a

b

a

b

a

b

a

L

λ


(14)

Для поиска собственных значений этого оператор 
[image: image126.wmf]Ù
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 приближенно заменялся комплексной матрицей, производные –конечными разностями, а функции a и b  – векторами такой же размерности. В зависимости от ширины автосолитона выбиралось разное количество точек от 150 до 500. Расчёт производился в системе Mathematica 4.1. Результаты для удобства и наглядности представлялись в виде графиков. На участке кривой 
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вычислялись собственные значения для первых 6-7 значений топологического дефекта 
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. Зависимость максимальной вещественной части собственного числа 
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 от накачки 
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 для автосолитонов с единичным топологическим зарядом при 
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 представлена на рис.8. Так как кривая, соответствующая возмущению с 
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, оказывается целиком выше нуля, автосолитоны при нулевом значении диффузии неустойчивы по отношению к соответствующим возмущениям. Существование [image: image193.wmf]2.06
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устойчивых автосолитонов с ненулевым топологическим зарядом возможно только при  
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. Практически устойчивость достигается уже при 
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. При решении уравнения (1) с помощью прямого численного моделирования (методом быстрого преобразование Фурье) устойчивые состояния были обнаружены только при 
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. Поэтому дальнейший расчет проводился  при 
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. Физическое обоснование необходимости учёта коэффициента диффузии заключается в следующем. Полагая 
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, мы пренебрегаем конечностью ширины контуров усиления и поглощения а также  ограниченностью лазерной апертуры. При этом автосолитон неустойчив за из-за возмущений с большими 
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, а 
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 у таких возмущения большие потери. Следует заметить, что автосолитоны без топологического заряда устойчивы и при нулевой диффузии.
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На рис. 9-11 представлены результаты расчёта при 
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. Автосолитон устойчив в области, где все кривые находятся ниже оси ординат. При изменении критического параметра 
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 потеря устойчивости происходит, как только одна из кривых пересекает ось ординат. Такая точка является точкой бифуркации Андронова-Хопфа. Договоримся называть такой корень «значимым». Дело в том, что остальные корни уже не несут информации о сценарии дальнейшего распада автосолитона. После того как возмущение с определённым топологическим дефектом разрушило состояние 
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 и привело к сильному изменению 
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, уравнение (11), линеаризованное вблизи 
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 уже не подходит для описания происходящего. Для облегчения чтения графиков, кривые  соответствующие топологическим дефектам 
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 отсутствуют на графиках, с увеличением  
[image: image146.wmf]m

D

 они располагаются ещё ниже и поэтому «неопасны».

При 
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 (рис.9) кривые в области больших 
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 практически сливаются в одну, и определить точно какая из них пересекает ось первой, невозможно. Слева, очевидно, неустойчивость порождается возмущением с 
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. При потере устойчивости  у автосолитона  появляется дополнительная асимметрия по 
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, причем количество максимумов интенсивности по 
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 у возмущённого автосолитона равно 
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. Для 
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 распределение интенсивности остается цилиндрически симметричным, так что разрушение автосолитона заключается в расширении или сжатии. 
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Для 
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 у кольца образуется один максимум, для 
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два и т.д. При расчёте Фурье-методом разрушение автосолитона происходит как раз в окрестности  «значимых» корней с появлением предсказанного числа максимумов. Поскольку счёт Фурье-методом требует много времени, нахождение точек бифуркации методом собственных значений позволило сократить время исследования.

Интересными оказались автосолитоны с топологическими зарядами 
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 и 
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. Для них  оказалось возможным точно назвать 
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 возмущения разрушающего автосолитон на обеих границах диапазона устойчивости. Например, для 
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  слева  – это возмущение с 
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. И действительно, вблизи этой точки у автосолитона появляются три вершины или «рога». Также были найдены вращающиеся и осциллирующие решения. На рис.12. приведены соответствующие примеры автосолитонов с топологическим зарядом 1. Причем они также оказываются устойчивыми, за исключением метастабильного состояния с тремя вершинами, который трансформируется в автосолитон с одной вершиной. Таким образом, в точках бифуркации происходит разрушение автосолитона с симметричным распределением интенсивности и образование осциллирующих и вращающихся структур. При этом в окрестности точек при плавном изменении 
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 имеет место гистерезис между симметричным автосолитоном и автосолитоном с одной или двумя вершинами.
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На рис.12 у автосолитона с одной вершиной 
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, у  «двурогого» – 
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, а для «трёхрогого» –
[image: image164.wmf]14
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. Если взглянуть на рис.9, можно заметить, что автосолитон с одной и с тремя вершинами возникли у правой границы в области бо′льших накачек. Здесь кривые идут настолько близко, что расстояние между ними сравнивается с погрешностью вычислений. Но появление вблизи этой точки автосолитонов и с одной, и с тремя вершинами косвенно подтверждает это. А у левой границы устойчивости 
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 (вблизи корня кривой для 
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)  возникает состояние с двумя вершинами. Для топологического заряда 3 слева возникает состояние уже с тремя вершинами (рис.11). 

Подробно сценарии распада лазерных вихрей, полученные Фурье-методом рассмотрены в [13].
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Особенностью графиков 
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 является наличие изломов. Это объясняется тем, что нас интересует собственное число с наибольшей для данного 
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 вещественной частью. Это собственное число соответствует наиболее быстро растущему во времени возмущению при положительном значении 
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 (или затухающему с наименьшей скоростью возмущению  при  отрицательном 
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). Если взять только одно собственное число и построить график зависимости его вещественной частью от накачки, то излома на нём не будет. Но эти кривые пересекаются, так как показано на рис.13. Для автосолитона с 
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 построены кривые зависимости первых по величине вещественной части  собственных значений от накачки 
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. Топологический дефект у соответствующих возмущений 
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(то есть с одинаковым числом «рогов» по 
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). Из графика ясно происхождение изломов. При плавном изменении 
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 собственные числа 
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 меняются также плавно. Разным 
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 соответствуют различные собственные функции 
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 отличающиеся количеством осцилляций вдоль 
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. При изменении 
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 они обгоняют друг друга. Сплошная толстая линия фактически состоит из двух кусков. Поэтому-то на графиках (9-11) и появляются изломы.
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Участки устойчивости для топологических зарядов 1, 2 и 3 выделены на бифуркационной диаграмме сплошными линиями на рис. 14 (увеличенная область, показанная пунктиром на рис. 7). Это позволяет сравнить диапазоны  устойчивости для автосолитонов с разными топологическими зарядами. Полученные кривые отличаются от кривой для двумерных автосолитонов с 
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 наличием,  по крайней мере, ещё одного витка спирали. При этом для 
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 появляется ещё одна область устойчивости. Она располагается на участке, указанном стрелкой. Здесь, в очень маленькой области, существует устойчивый возбуждённый автосолитон (рис. 15)
На рис.16 изображено распределение его интенсивности. Возбуждённых автосолитонов с нулевым топологическим зарядом  найдено не было. Поэтому интересно, что при появлении у автосолитона топологического заряда, появилась новая ветвь устойчивых решений. К сожалению, найти подобные устойчивые автосолитоны с 
[image: image183.wmf]1

>

m

 не удалось. Дело в том, что при ширине автосолитона 50 и более, затруднителен и поиск автосолитона полуаналитическим методом, и расчёт методом Фурье (который требует гораздо больше времени при той же точности). Поэтому решено было остановиться на 
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5. Выводы.
1. Показано, что двумерные лазерные автосолитоны с ненулевыми топологическими зарядами 1,2 и 3 устойчивы в определенной области параметров.
2. Разработан эффективный полуаналитический метод поиска автосолитонных решений и проверки их устойчивости.
3. Область устойчивости у автосолитонов с топологическими зарядами меньше, чем для автосолитонов без топологического заряда.
4. Найдены решения в виде устойчивых возбужденных автосолитонов с топологическим зарядом 1.
5. Вблизи точек бифуркации найдены вращающиеся и осциллирующие решения. При плавном изменении критического параметра наблюдается гистерезис между симметричным автосолитоном и автосолитонами с различным числом вершин.
6. Существует пороговое значение коэффициента диффузии, при котором достигается устойчивость автосолитонов с топологическими зарядами.
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